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Área en coordenadas polares 


(1) Sean C; la circunferencia de ecuación polar: r = V3sen(0) y Co el cardioide de ecuación polar 
r = 1 + cos(0). ¿Cuál de las siguientes expresiones representa el área de la región exterior a C1 
e interior a C2? 
Solución: 
Debemos resolver la ecuación: 


vV3sen(0) =1+cos(0) => 3sen*(0) =1-+2cos(0) + cos?(0) 

3 — 3 cos? (8) = 1 + 2cos(0) + cos? (0) 

4 cos? (8) + 2cos(2) — 2 = 0 

2cos”(9) + cos(2)— 1 = 0 

-1+ y2 -4.2. (1) -1+49 -1+3 1 
2.2 4 2 2 


Y UL 


cos(0) = 


i T ] $ 
Así, tenemos que 0 = 3 En consecuencia, el área está dada por: 


(Pa cosas [a e (V3sen(0))?a0 ) 
(J "a+ cos(0))?d0 — f vaso Pao) 


=T 


1 
2 
1 
2 


(2) Sean C; la circunferencia de ecuación polar L r = v3 cos(0) y Ca el cardioide de ecuación polar 
r = 1 + sen(0). ¿Cuál de las siguientes expresiones representa el área de la región interior a C2 
y exterior a C1? 


Solución: 
Debemos resolver la ecuación: 


v3cos(0) =1+sen(0) => 3cos”(9) =1+2sen(0) + sen?(0 
3 — 3sen*(0) =1+2sen(0) + sen*(0) 
4sen*(9) + 2sen(2) — 2 = 0 
2sen?(0) + sen(2) — 1 = 0 
-1+ y1- 4-2. (1) -1+v9 -1+3 1 


on = 2.2 == 4 2 72 


Y L 


T 
Así, tenemos que 0 = 6 Así, el área está dada por 


_ E a 2_ 2 r n(0y? 
hs ¿(fe sento (V3 cos(8)] a | (+s (0)2d0 


- al / ¿esen(0) ao — ] cta) 


(3) Sean C1 la circunferencia de ecuación polar r = sen(0) y C2 la rosa de ecuación polar 
r = sen(20). ¿Cuál de las siguientes expresiones representa el área interior tanto a C1 co- 
mo a C2? 

Solución: 
Vamos a considerar las simetrías de las curvas polares con respecto al eje normal. Debemos 
entonces resolver la ecuación r = sen(20) = 0. Como su solución general es 29 = kr, tenemos 
que: 0 = 0 ó 0 = > 
Por otro lado, también debemos resolver la ecuación: 
sen(20) =sen(0) = 2sen(0) cos(0) = sen(0) 
> sen(0)(2cos(0) — 1) =0 


1 
> cos(8) = 5 >09 = 5- 
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Así, el área está dada por: 


1 1/3 1 7/2 
A = 2 F sen? (odot f sen*(20)d0 
2 Jo 2 4/3 
7/3 7/2 
= I sen? (odo + f sen”(20)d0 
0 7/3 
(4) Sean C; la circunferencia de ecuación polar r = cos(9) y Cə la rosa de ecuación polar 
r = cos(20). ¿Cuál de las siguientes expresiones representa el área interior a C4 y exterior a C2? 


Solución: 
Vamos a considerar las simetrías de las curvas polares con respecto al eje polar. 
Consideremos la ecuación cos(0) = cos(20) = 2 cos? (0) — 1 = 2cos*(9) — cos(0) — 1 = 0 


1+ 12- 4-2. (1) 1+v9 1+3 


0) = 1>0=0 
SAM a2 4 4 
Como r = cos(20) y sus otras representaciones están dadas por (—1)”r = cos(2(0 + nr)), tene- 
mos que la rosa también se puede representar por la ecuación r = — cos(20). 
Consideremos la ecuación cos(0) = — cos(20) = —2 cos? (0) + 1 > 2 cos? (0) + cos(0) — 1 = 0 
=1 12-4.2. (-1 =1 9 -14+3 1 
cos(0) = un ( Ds PV ls 
2:2 4 4 2 3 


Así, el área está dada por: 


= l pe cos? — cos? 
A = >(3/ (cos?(9) copas) 


7/3 
= f (cos? (0) — cos? (20))d8 
0 


Criterios de convergencia de integrales impropias 


(1) Consideremos la integral 


1 
dx 
Ig = —— 0 
i Laa e pe 


Si se sabe que /g es convergente, ¿cuáles de las siguientes afirmaciones son necesariamente 


verdaderas? 
Œ. 6e ]0,1f 
1 
(ID. £ e ]0, al 
mise] = 
(II). La integral Jg = e r es convergente 


Solución: 
Como /¿ es convergente, debe tenerse que 


B<16286<1=ß<16ß8<1/2=>8<1 


Por lo tanto, tenemos que (I) es verdadera y (II) es falsa. 
Por otro lado, para que Jg sea convergente, debe ocurrir que 


p>16285>1=8P8P>168>142=>p>1/2 


1 
Pero 8 < 1 Æ 8 > 1/2; por ejemplo, puede ocurrir que si 8 = z tenemos que Ig converge, 


pero Jg diverge. Por lo tanto, (III) es falsa. 
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(2) Considere la integral 


+o0 3 
a. E 
1 


r? +1 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? 
(I). Usando el criterio de comparación por paso al límite con la función g(x) = —. podemos 
mostrar que / converge. 


1 
(II). Usando el criterio de comparación por paso al límite con la función g(x) = —5,podemos 
T£ 


mostrar que / converge. 


1 
(III). Usando el criterio de comparación por paso al límite con la función g(x) = 373 podemos 
£ 
mostrar que / converge. 
Solución: 
(a) 
1/3 
SOREA 2 
L= ím #4 = lm —=1 
z—>+00 z>+o0 zt +1 
x5/3 
+œ dy +œ 1/3 
Como 0 < Lı < +00 —5 (p-integral con p > 1), tenemos que ——— dr 
y E P 8 q E 
converge y (I) es verdadera. 

(b) 

ql /3 

J dy r?+1_ ù q 
tas P E FS z2? +1 ES 
q? 


+00 
Como La = +00, pero f — converge (p-integral con p > 1), nada se puede decir, y por 
1 T 


lo tanto, (II) es falsa. 


(c) 


qL/3 
3 11/6 
L3= lím zti ím S 
a>+too 1 a>+o 12 +1 
z372 
+00 dx +00 q1/3 
L3 =0 5 -int l 1), t ——— d 
Como L3 y -372 Converge (p-integral con p > 1), tenemos que : 371% 
converge y (III) es verdadera. 
(3) Consideremos la integral 
to dr 
Ig = ETA >0 
B i Pa P 


Si se sabe que /g es convergente, ¿cuáles de las siguientes afirmaciones son necesariamente 
verdaderas? 


D-8 elz +o] 
(ID. 6 € ]1, +00[ 


(M). La integral Jg = / rara 


1 
es convergente 


Solución 


Como Tg es convergente, debe tenerse que 


B >1628>1= b>16ß>1/2=> 8> 1/2 


1 
Por lo tanto, tenemos que (II) es verdadera y (II) es verdadera , dado que | 1, +00 | € | 7 +00 | 


Por otro lado, para que Jg sea convergente, debe ocurrir que 


0<8<160<28<1=0<8<160<8<1/2=0<8<1 


Pero 8 > 1/2 #0 < $ < 1; por ejemplo, puede ocurrir que si 8 = 2, tenemos que Ig converge, 
pero Jg diverge. Por lo tanto, (III) es falsa. 
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du 
205/41 
¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? 


+00 
(4) Considere la integral I = / 
2 


1 
(I). Usando el criterio de comparación directa con la función g(x) = 51" podemos mostrar 
T 
que / converge. 
1 
(II). Usando el criterio de comparación por paso al límite con la función g(x) = 5/4 podemos 
£ 
mostrar que / converge. 
1 
(OI). Usando el criterio de comparación por paso al límite con la función g(x) = 575" podemos 
T 


mostrar que / converge. 
Solución: 


> 


A gya YT 2 2. Así, a pesar de que 
= T 


(a) Se tiene que pts As 1, Vx > 2. Luego, z 
T 


+00 
f 5/1 “onverge (p-integral con p¿1), del criterio de comparación directa, nada se 
T 


puede afirmar y (I) es falsa 


(b) 


1 
Ee O x z5/4 E 
E A E Paent 5/4 — 1 = 
5/4 
+0 de +00 x£ 
Como 0 < Lı < +00 y -5 CONVerge (p-integral con p > 1), f mmaa cOn 
vergente y (II) es verdadera. 
(c) 
1 
_u 4-1 _ y cd o gnm E 
g= p a oA x5/4—1 g a 1 — 776/5 = 
z6/5 
+o0 x£ f 1 +00 1 
Como L2 =0 y 6/5 converge (p-integral con p > 1), tenemos que / PREA 


converge y (III) es verdadera. 
Cálculo de integrales impropias con aplicaciones 


(1) Considere la región no acotada R y de densidad constante ô, limitada por las curvas y = e” 
y por los ejes coordenados, con x < 0. Determine la componente z del centro de masa de la 
región R. 

Solución: 
Tenemos que 


0 
=ô lím (1-e*)=8 


a—>—00 


0 0 
(a) m= f e"dx =ô ím e”dz = ô lím e” 
(b) Zod a à a—>— o0 


a 


3 
I 


0 0 0 
af xe”dz =ô lím xe”dz =ô lím (xe” — e”) 
a>=00 Ja a—>— oo 


a 
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(2) S RI ió tada, limitad l V 7 Pr 0< < 1 
ea a región no acotada, limitada por las curvas , con T i 

8 y y a 


Determine el valor del volumen obtenido al girar R alrededor del eje z. 
Solución: 
Usando el método de los discos, tenemos que 


= m lím f| 
a>0* Ja 

= m lím f] 
a>0t Ja 

= m lím a 
a>0* Ja 


> il 
= T lím / dx =r lím ln(z +1) 
a>0t Ja +1 


a—=>0+ 


= m ln(2) 


a 


(3) Sea R la región no acotada, limitada por la curva y = y el eje x, con x > 1. Deter- 


1 
Va3(x +1) 
mine el valor del volumen obtenido al girar R alrededor del eje y. 
Solución: 

Usando el método de las capas cilíndricas, tenemos que 


1 


x3/2(x +1) 
TeS dx 
= 2 E 
a / al/2(x +1) 
b 
= 2r lím aa 


o) En 
Consideremos el cambio de variable u = x!/?, entonces tenemos que x = u?, luego dx = 2u du. 
Además, tenemos que zx € [1,b] = u € [1, Vb]. Así, 


NO 
V = 2r lím ii 
b>+00 Jı  u(u? +1) 
v d 
2m lím Saa 
b>+œ Jy u“t+1 
Vb 


= 4r lím arctan(u) 
b— +00 


1 
= 4r lím (arctan(vb) — arctan(1)) 


b>+00 


Il 
Aa 
3 
N 
w| a 
l 
AJN 
xo 
| 
> 
N 


(4) Sea R la región no acotada y de densidad constante ô, limitada por las curvas y = sec(x), y = tan(x), 
donde 0 < z < Determine la componente y del centro de masa de la región R. 
Solución: 


Tenemos que 


(a) 


3 f ETE T TE y : ae da 


¡eS b2- cos(x) cos(x) 
b 
1— 
= mm [O eo im | Ae 
b37 Jo cos(x) bz- Jo 1+sen(x) 


b 
=ô lím ln(1 + sen(b)) = ôln(2) 


0 bz 


ô lím In(1+sen(x)) 


r= 
b>3 
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Me. = z [sec? (x) — tan? (x)| de 
0 
b 
= ô lím [sec?(x) — tan? (x)] de 
b>5 JO 
b 
= E iea 
2 Jo 2 


Así, tenemos que 


Longitud de arco polar o paramétrica 


(1) Determine la longitud de la curva r = y 1 + sen(20), donde O € 0 z 
Solución: 
1 20 
Como r = y1 + sen(20), entonces r = ====—2 cos(20) = c 4 BN Así 
24/1 + sen(20) 1 + sen(20) 


pa h“ VE AF T 
7 Al cos(20) É 
Je ai 1+ se v/1 + sen(20) V1 +sen(20))? + +( LE an) d0 
cos? (20) 
pe 1 + sen(20) + "on" 


_ pa Y + 2sen(20) + sen?(20) + cos*(29) -y 
0 1 + sen(20) 


T 
a y? 2 + 2sen(20) a= [E e 
f 1 + sen(20) vaw = vaT 


(2) Determine la longitud de la curva r = sec? (G ) donde 0 € fo, Ea 


Solución: 


0 0 0 0N 1 0 0 
2% E dl L 4f 2 2 EAA D Sp a 4 
Como r = sec (E), entonces r 5 sec (5) sec ($) tan (5)7 sec (5) tan (5). Ast, 
57/4 
L = f r2 + (r')? d0 
0 
! 


57/4 0 BAS, 
= sect? ( (Eju= f" s ol ): d0 
0 


5 
Tomando la sustitución z = E tenemos que d0 = 5dz y como 0 € 0 ; z, entonces z € o, z] ; 


Así, 


T/4 T/4 7/4 
L= y sect (2)dz = y sec*(z) sec?(2)dz = 5f (tan?(z) + 1)? sec? (z)dz 
0 0 0 
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Tomando la sustitución u = tan(z), tenemos que 


€ [0, 1]. 
Así, 


1 


2 
ez 


5 1 
5 
Determine la longitud de la curva con ecuaciones 
3 
con t € $. v3 


Solución: 


pi 


0 


du = sec*(2)dz y como z € o. i , entonces 


1 1 
5/ (u? + D)?du = 5] (ut + 2u? + 1)du 
0 0 


MERR 
3 


28 
3 


(irin) 


paramétricas x = arctan(t), y = In(yt? + 1), 


Las derivadas paramétricas están dadas por x’ = PEEK y = z R T Así, tenemos que 
v3 
L= | VOFF d 
v3/3 

- f° E e a rE 

MA R E N 
v3 

E "i vt +1 


Consideremos el cambio de variable t = tan(0), entonces dt = sec? (0)d0. Además, como t € S 


Aa 


tenemos que 0 € A 2. Así, 
7/3 sec? (0) 7/3 
L = 0) —==— 00 = sec(0) d8 
7/6 y/sec?(0) 5/6 0) 
7/3 
= In(sec(0) + tan(0)) 
7/6 
= 1 daam a |) + tan [E 
= In[sec(3)+tan[> n ( sec [5 an| 
2 1 2 
= ln 2+ v3) m( ) m0 (1+ 5) 
( v3 v3 v3 
s t? 
(4) Determine la longitud de la curva con ecuaciones paramÁOtricas xz = vt, y = z qn 
e [1,2] 
Solución: 
. 2 . > E 1 ra t Fi 
Las derivadas paramétricas están dadas por x = a A” 7 qa As tenemos que 
2 
= Va? + (y)? t 
L fvi dt = “=f ya q + y d 
a 
Ñ 4t "16 8t Ept f 1614 
2 E 1N? 
E ta). 
El d e dl 
= — | dt = a 
Pra flia 
(5-a); 
© A8 4t)l, 
EI O E | 
TH A2 a8 8 4) 2 
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Series telescópicas 


(1) Determine el valor exacto de la siguiente serie 


In? + 3n — 2 
n=1 
Solución: 
Tenemos que 
3 3 3 


In? +3n— 2 (3n)? +(3n)-2 — (3n+2)(3n- 1) 
A. B _ ABn+2)+B(3n-1)_ (34+3B)n+(24- B) 
3n-1'"3n4+2 (3n+2)(3n-1) (3n + 2) (3n — 1) 


Así, A + B=0y24-— B = 3, luego A = 1 y B = —1. Reemplazando, tenemos que 


I2 +3n-2 
n=1 


+00 


2 


n=1 


1 1 1 , 1 1 
lím EE 
3n=1  3n+2 3-1-1 n>+wo3n+2 2 


(2) Determine el valor exacto de la siguiente serie 


Solución: 


+o0 


DE 


n=2 


(= >) 
ln 
NS 


In(n + 2)in(n) 


Usando propiedades de logaritmo y sumando un 0 conveniente, tenemos que: 


+o0 


3 


n=2 


( + >) 
ln 
n 


In(n + 2)in(n) 


In(n +2) — In(n) 
In(n) In(n + 2) 


5 hz 1) EGT 5 


| 

3 Ea OE D` Tae: 1) + 5 
| 

(a ao OE 5) ij Ea S me») 


(3) Determine el valor exacto de la siguiente serie 


E 
n? + 2n 
n=1 
Solución: 
Tenemos que 
1o 1 SAn B _ A(n+2)+Bn (A+ B)Jn+2A4 
n2+2n n(n+2) n n+2 n(n+2) n(n + 2) 


Así, A + B = 0 y 2A = 1, luego A = 1/2 y B = —1/2. Reemplazando, tenemos que 
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y ! 
n? + 2n 
n=1 


(4) Determine el valor exacto de la siguiente serie 


Solución: 


e e aa 
T 21n n+2 
eal 1 
E 
¡Me A! 1 1 1 
2 e n n+l n+1 n+2 
WEE 1 < 1 1 
2 mln n+1 faer n+1 n+2 
1 1 > e lím 
2 n>+o00 n + 1 2 n>+won+2 
1 1 1\_ 1 
2 2) 4 
ai (n+1)!—-n! 
^ (ni)?(n+1) 
y (n +1)! n! 
1) E |)An+1) (n)? n1) 
-Šiel 
iln! (n+1)! 
R ai (n + 1)! z. 
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